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概要
絡み目の補空間の基本群を結び目群という。与えられた群がある絡み目の結び目群となる必要
十分条件は、絡み目のブレイド表示を用いることで与えられる。曲面絡み目とは 4次元空間内へ
滑らかに埋め込まれた閉曲面である。本講演では、与えられた群が曲面絡み目の結び目群となる
ための必要十分条件（特徴付け）について紹介する。さらに、結び目対称カンドルにおける特徴
付けも併せて紹介する。

1 導入
結び目 K の補空間の基本群 π1(R3 \ K)を結び目群という。結び目理論において、結び目群は結び

目や絡み目の分類において重要な働きをしている。自然な問題として「与えられた群がいつ結び目群
となるか？」が挙げられる。この問題に関する結論の 1つとして、次の Alexander-Artinの定理が知
られている。

定理 1.1 ([1]). 群 G が絡み目の結び目群であるための必要十分条件は、あるブレイド b ∈ Bm が存在
して Gが次の群表示を持つことである：〈

x1, . . . , xm xi = b · xi (i = 1, . . . ,m)
〉
.

ここで、b · xはブレイド群 Bm による自由群 Fm への作用である（b ∈ Bm, x ∈ Fm）。この定理は、
「全ての絡み目があるブレイドの閉包として表すことができる」という事実を元に証明される。
曲面結び目とは 4次元空間 R4 へ滑らかに埋め込まれた連結な閉曲面であり、曲面結び目の非交和
を曲面絡み目という。González-Acuña [3]と Kamada [5]は、向き付け可能な曲面絡み目の結び目群
について、独立に特徴付けを与えた。ここでは Kamadaによる特徴付けを紹介する。整数 m ≥ 1と
m-ブレイド b1, . . . , bn ∈ Bm に対して、次の群表示を b1, . . . , bn に付随した (m, n)-表示 (もしくは単に
(m, n)-表示)という： 〈

x1, . . . , xm bi · x1 = bi · x2 (i = 1, . . . , n)
〉
.
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また b1, . . . , bn に付随した (m, n)-表示が境界条件を満たすとは、以下を満たす ε1, . . . , εn ∈ {±1}が存
在することをいう：

n∏
i=1

b−1
i σ

εi
1 bi = 1m,

ここで σi ∈ Bm は Artinの標準的な生成元であり、1m はブレイド群の単位元である。

定理 1.2 ([5]). 群 G が c-成分で種数 gの向き付け可能な曲面絡み目の結び目群であるための必要十
分条件は、以下を満たす整数 m, n ≥ 0が存在することである。

(1) Gは境界条件を満たす (m, n)-表示を持つ。
(2) 等式 2c − 2g = 2m − nが成り立つ。
(3) G/[G,G]はアーベル群 Zc に同型である.

特に、群 G が（成分数などを問わない）向き付け可能な曲面絡み目の結び目群となるための必要
十分条件は (1)を満たすことである。この定理は、「向き付け可能な曲面絡み目が 2次元ブレイドの
閉包として表すことができる」という事実を用いて証明される。
本稿では、上記の定理を向き付け可能性に関わらない一般の曲面絡み目へ拡張する。
整数 m ≥ 1とブレイド b1, . . . , bn ∈ B2m に対して、次の群表示を b1, . . . , bn に付随した (2m, n)-表示

with inversesであるという：〈
x1, . . . , x2m bi · x1 = bi · x2, x2 j−1 = x−1

2 j (i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m)
〉
,

また (m, n)-表示が弱境界条件を満たすとは、以下を満たすような符号 ε1, . . . , εn ∈ {±1}が存在するこ
とをいう：

n∏
i=1

b−1
i σ

εi
1 bi ∈ K2m,

ここで K2m は Hilden 部分群と呼ばれるブレイド群 B2m の部分群である。曲面絡み目 F が (c, d) 成
分であるとは、F の連結成分が c個の向き付け可能な曲面と d個の向き付け不可能な曲面からなると
きをいう。そして、(c, d)成分の曲面絡み目 F の種数 (non-orientable genus)とは χ(F) = 2(c + d) − g

を満たす整数 gを意味する。そして、次が主結果である。

定理 1.3. 群 G が (c, d)成分で種数 gの曲面絡み目の結び目群であるための必要十分条件は、ある整
数 m, n ≥ 0が存在して Gが次を満たすことである。

(1) Gは弱境界条件を満たす (2m, n)-表示 with inversesを持つ。
(2) 等式 2(c + d) − g = 2m − nが成り立つ。
(3) G/[G,G]はアーベル群 Zc ⊕ (Z/2)d と同型である。

特に、群 Gが（成分数などを問わない）曲面絡み目の結び目群となるための必要十分条件は (1)を
満たすことである。
本稿では、定理 1.3で重要な役割をしている曲面絡み目のプラット表示について概説する。また、

定理 1.3の拡張として、結び目対称カンドルに対する同様の特徴付け（定理 3.5）を紹介し、その応
用（定理 3.6）を述べる。



2 ブレイド状曲面のプラット閉包
2.1 ブレイドとブレイド状曲面
本稿を通して、m ≥ 1と n ≥ 0を正の整数、I = [0, 1]は閉区間、D2 と B2 は R2 内の 2次元円板、

そして Xm = {1, . . . ,m}は D2 内の直線上に x1, . . . , xm の順に並ぶ内点とする。p : D2 × I → I を第 2

成分への射影とする。このとき、m-ブレイドとは D2 × I 内の βであって次を満たすものである：

(1) 制限写像 p|β : β→ I は次数 mの被覆写像である。
(2) ∂β = Xm × ∂I が成り立つ。

2つの m-ブレイドが同値であるとは、境界を固定する D2 × I のアイソトピーによって移り合うとき
をいう。次数 m のブレイド群 Bm を D2 上の m 点配置空間 Cm の基本群 π1(Cm, Xm) として定める。
すると、mブレイドの同値類とブレイド群 Bm の元の間には自然な全単射が存在する。

pr2 : D2 × B2 → B2 を第 2成分への射影とする。また B2 の基点 y0 を ∂B2 上から取り固定する。こ
のとき、次数 mの（基点付き）ブレイド状曲面 [8]とは D2 × B2 内のコンパクト曲面 S であって次
を満たすものである：

(1) 制限写像 πS := pr2|S : S → B2 は次数 mの分岐被覆写像である。
(2) S ∩ D2 × {y0} = Xm × {y0}が成り立つ。

特に、ブレイド状曲面 S が次数 mの 2次元 m-ブレイド [9]であるとは ∂S = Xm × ∂B2 を満たすもの
ことをいう。本稿では、ブレイド状曲面といえば単純であると仮定する。すなわち、任意の点 y ∈ B2

に対して #π−1
S (y) ∈ {m,m − 1}が成り立つことを仮定する。2つのブレイド状曲面が同値であるとは、

次を満たすような D2 × B2 のアイソトピー {Φt}t∈[0,1] と B2 のアイソトピー {ϕt}t∈[0,1] が存在すること
をいう：

(1) 任意の t ∈ [0, 1]に対して、ϕt ◦ pr2 = pr2 ◦ Φt が成り立つ。
(2) 任意の t ∈ [0, 1]に対して、Φt |D2×{y0} = idが成り立つ。

2.2 ブレイド状曲面のプラット閉包
本節では適切なブレイド状曲面に対してプラット閉包を導入する。
ウィケット [2]とは、D2 × I 内に埋め込まれた半円周 wであって ∂wは D2 × {0}と垂直に交わって
いるものである。m-ウィケット配置と言えば互いに交わらないウィケットの非交和とする。そして、
m-ウィケット配置 w0 を ∂w0 = X2m かつ各ウィケットの境界が {x2 j−1, x2 j}（i = 1, 2, . . . ,m）となるも
のとして定める。また m-ウィケット配置全体からなる空間をWm とする。そしてWm 内のループ
f : (I, ∂I)→ (Wm,w0)に対して、(2m)-ブレイド β f を次で定義する：

β f =
⋃
t∈I
∂ f (t) × {t} ⊂ (D2 × {0}) × I = D2 × I.



このとき、ブレイド βが適切であることを β = β f を満たすループ f : (I, ∂I)→ (Wm,w0)が存在する
ことして定義する。

Hilden部分群 K2m を次の表示をもつ B2m の部分群として定める：

K2m =
〈
σ1, σ2σ1σ3σ2, σ2kσ2k−1σ

−1
2k+1σ

−1
2k k ∈ {1, . . . ,m − 1}

〉
.

Brendle-Hatcher[2]は K2m が適切な (2m)-ブレイドの同値類からなる部分群であることを示した。
本節において、B2 と複素平面上の単位円板 {z ∈ C | |z| ≤ 1} を同一視し、y0 = 1 とする。また

pr1 : D2 × B2 → D2 を第 1成分への射影とする。次数 mのブレイド状曲面 S に対して、m-ブレイド
βS を次で定める：

βS =
⋃
t∈I

pr1(π−1
S (e2π

√
−1t)) × {t} ⊂ D2 × I.

定義より βS の閉包は ∂S である。ブレイド状曲面 S が適切であるとは βS が適切であることをいう。
適切なブレイド状曲面の次数は偶数であり、偶数次数の 2次元ブレイドは全て適切である。
以下では、次数 2m の適切なブレイド状曲面 S に対してプラット閉包を定義する。閉区間 Jt を

Jt = {re2πit ∈ C | r ∈ [1, 2]}（t ∈ [0, 1]）とする。但し J0 = J1 であり、和集合 ∪t∈I Jt は C上のアニュラ
スである。S は適切であるため、あるループ f : (I, ∂I)→ (Wm,w0)が存在して βS = β f が成り立つ。
そこで wt = f (t)を D2 × Jt 内の m-ウィケット配置であって ∂wt ⊂ D2 × {e2πit}となるものとする。そ
して wt の和集合を AS = ∪t∈Iwt とする。

定義 2.1. S のプラット閉包 S̃ を和集合 S ∪ AS として定める。

命題 2.2 ([10]). 任意の曲面絡み目はある適切なブレイド状曲面のプラット閉包と全同位である。

命題 2.3 ([11]). S を次数 2mの適切なブレイド状曲面、nを πS の分岐点の個数とする。このときプ
ラット閉包 S̃ の結び目群は (2m, n)-表示 with inversesを持つ。

定理 1.3は命題 2.3を用いて証明される。

3 カンドルと対称カンドル
カンドル [4, 7]とは、空でない集合 Qとその上の二項演算 ∗ : Q × Q → Qの組であって次を満た
すものである。

(Q1) 任意の a ∈ Qに対して、a ∗ a = aが成り立つ。
(Q2) 任意の a, b ∈ Qに対してある元 c ∈ Qが一意的に存在して、c ∗ b = aを満たす。
(Q3) 任意の a, b, c ∈ Qに対して、(a ∗ b) ∗ c = (a ∗ c) ∗ (b ∗ c)が成り立つ。

またラックとは空でない集合 Qとその上の二項演算 ∗の組であって (Q2)と (Q3)を満たすものであ
る。カンドル準同型とは写像 f : Q→ Q′ であって f (a ∗ b) = f (a) ∗ f (b)（a, b ∈ Q）を満たすものを
いう。特に、S b(a) = a ∗ b によって定義される写像 S b : Q → Q はカンドル同型写像となる。カン
ドル Qの内部自己同型写像 Inn(Q)を S b（b ∈ Q）によって生成される自己同型群の部分群として定
める。



カンドル Q が連結であるとは、Inn(Q) による Q への自然な作用が推移的であることをいう。同
様に、Q 内の Inn(Q) による作用の軌道を Q の連結成分という。カンドル (Q, ∗) に対して、二項演
算 ∗ : Q × Q → Qを a∗b := S −1

b (a)として定めると、(Q, ∗)はカンドルとなる。∗を ∗の双対演算と
いう。
カンドル Qの良い対合写像とは対合写像 ρ : Q→ Q（つまり ρ2 = idQ）であって ρ(a ∗ b) = ρ(a) ∗ b

と a ∗ ρ(b) = a∗b が任意の元 a, b ∈ Q に対して成り立つことをいう。そして対称カンドルとはカ
ンドルとその良い対合写像の組 (Q, ρ) をいう。また対称カンドル準同型といえばカンドル準同型
f : (Q, ρ)→ (Q′, ρ′)であって f ◦ ρ = ρ′ ◦ f が成り立つことをいう。

例 3.1 (二面体カンドル). 二面体カンドル Rn とは Z/nZであって二項演算として a ∗ b = 2b − aを持
つものである。二面体カンドルの良い対合写像は Kamada-Oshiro[6]によって以下のように分類され
ている：

(1) n ≡ 1, 3 mod 4のとき、Rn の良い対合写像は恒等写像 idのみである。
(2) n ≡ 2 mod 4のとき、Rn の良い対合写像は恒等写像 idまたは対蹠写像 ρA のいずれかである。
ここで対蹠写像は ρA(a) = a + n/2によって定まる。

(3) n ≡ 0 mod 4のとき、Rn の良い対合写像は恒等写像 id、対蹠写像 ρA、そして以下で定義され
る二種類の半対蹠写像 ρHA, ρ′HA のいずれかである。

ρHA(a) =

a + n/2 (a: even)
a (a: odd)

, ρ′HA(a) =

a (a: even)
a + n/2 (a: odd)

.

例 3.2. カンドル (Q, ∗)のコピーを Qとする。すると非交和 D(Q) = Q ∪ Q上の二項演算を以下で定
めるとカンドルとなる：

a ∗ b := a∗b, a ∗ b := a ∗ b, a ∗ b := a∗b.

さらに D(Q)の対合写像 ρ(a) = aは良い対合写像となる。このとき対称カンドル (D(Q), ρ)を Qのダ
ブルという。

例 3.3 (結び目対称カンドル). M を連結な (n + 2)次元多様体、K を M へプロパーに埋め込まれた n

次元部分多様体とする。N(K)を K の管状近傍、E(K) = M \ IntN(K)を K の外部、そして ∗ ∈ E(K)

を基点とする。K の投げ縄 (noose)とは K の有向メリディアン円板 Dと E(K)内の有向辺 αであっ
て ∂D上の点を始点に ∗を終点とするものの組 (D, α)である（図 1）。Q̃(M,K)を K の投げ縄全体の
ホモトピー類からなる集合とする。そして Q̃(M,K)上の 2項演算を次で定める：

[(D, α)] ∗ [(D′, α′)] = [(D, α · α′−1∂D′α′)].

するとこの演算によって Q̃(K) はカンドルとなる。さらに、写像 ρ : Q̃(M,K) → Q̃(M,K) を
ρ([(D, α)]) = [(−D, α)] と定めると、これは良い対合写像となる。ここで −D はメイリディアン円板
Dであって向きを入れ替えたものである。この対称カンドル (Q̃(M,K), ρ)を結び目対称カンドルとい
い X(M,K)または単に X(K)と記す。



図 1 K の投げ縄（左）と結び目対称カンドルの演算（右）

次の対称カンドル表示を 2m-ブレイド b1, . . . , bn ∈ B2m に付随した (2m, n)-表示 with inversesであ
るという： 〈

x1, . . . , x2m bi · x1 = bi · x2, x2 j−1 = x2 j (i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m)
〉

sq
.

また 2m-ブレイド b1, . . . , bn ∈ B2m に付随した (2m, n)-表示 with inversesが弱境界条件を満たすとは、
次が成り立つ ε1, . . . , εn ∈ {±1}が存在することをいう：

n∏
i=1

b−1
i σ

εi
1 bi ∈ K2m.

命題 3.4 ([11]). 次数 2mの適切なブレイド状曲面 S の分岐点の個数を nとする。このとき、プラッ
ト閉包 S̃ の結び目対称カンドルは弱境界条件を満たす (2m, n)-表示 with inversesを持つ。

命題 3.4を用いることで、次の主結果を得る。

定理 3.5. 対称カンドル (Q, ρ)が (c, d)成分で種数 gの曲面絡み目の結び目対称カンドルであるため
の必要十分条件は次を満たす整数 m, n ≥ 0が存在することである：

(1) (Q, ρ)は弱境界条件を満たす (2n,m)-表示 with inversesを持つ。
(2) 2(c + d) − g = 2m − nが成り立つ。
(3) Q は 2c + d 個の連携成分 X1, . . . , Xc, Y1, . . . , Yc, Z1, . . . , Zd から成り、各 i ∈ {1, . . . , c} と

j ∈ {1, . . . , d}に対して ρ(Xi) = Yi と ρ(Z j) = Z j を満たす。

さらに、定理 3.5を適用することで次を得る。

定理 3.6. 任意の整数 n ≥ 1と任意の良い対合写像 ρ : Rn → Rn に対してある曲面絡み目 F が存在し
て、結び目対称カンドル X(F)が (Rn, ρ)と同型になる。
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